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Résumé

L’objectif de cette étude est la génération aléatoire des automates non-
déterministes. Nous nous intéressons plus particulierement a la méthode
de génération par flots de bits dont nous présentons une analyse pro-
babiliste. Nous montrons que les déterminisés des automates de taille n
générés a partir de flots de bits équiprobables ont une probabilité d’avoir
une taille égale a 2 qui tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Cette pro-
priété fournit une justification asymptotique des résultats expérimentaux
obtenus par L. van Zijl concernant la concision de diverses représentations
des langages rationnels. Nous calculons d’autre part la probabilité de tran-
sition d’un état équiprobablement choisi parmi les 2" états possibles du
déterminisé vers un état donné. Nous en déduisons que les cibles des tran-
sitions déterministes sont équiprobablement distribuées dans le cas de
flots de bits générés avec la probabilité 2 — 2"+ . Ce résultat conforte la
conjecture de T. Leslie et D. Wood selon laquelle le nombre d’états du
déterminisé est maximum quand la densité déterministe est 2. Enfin nous
étendons cette étude probabiliste au cas des x-n fas définis par L. van Zijl.

1 Introduction

La génération aléatoire de structures permet de réaliser des tests de per-
formance d’algorithmes, ou de donner une illustration de résultats théoriques.
Une bonne connaissance de 'espace des structures que l'on désire générer est
indispensable pour concevoir un algorithme de génération. C. Nicaud a étudié
la génération aléatoire équiprobable des automates déterministes ayant n états
[7].

Notre objectif est de réaliser une étude similaire en ce qui concerne la
génération des automates non-déterministes. Nous considérons ici la méthode
de génération des NFAs par flots de bits aléatoires. L. van Zijl a utilisé cette
méthode, avec des flots de bits équiprobables, pour comparer la concision de
diverses représentations des langages rationnels [8]. Nous développons ici une
analyse probabiliste des tables de transition non déterministes produites par



cette méthode et nous en déduisons certaines propriétés des automates non-
déterministes associés. Nous nous intéressons en particulier au nombre d’états
du déterminisé de tels automates.

Dans une premiere partie, I’approche est inspirée de la construction par ac-
cessibilité du déterminisé. Nous calculons la probabilité que I'image d’une partie
de taille ¢ donnée par un symbole donné soit de taille k. Nous en déduisons la
probabilité que 'image de I’ensemble des initiaux par un mot de longueur ¢
donné soit de taille k. Ces calculs fournissent une justification asymptotique des
résultats expérimentaux obtenus par L. van Zijl [8]. Nous montrons en partic-
ulier que les NFAs produits a partir de flots de bits équiprobables sont asympto-
tiquement accessibles et coaccessibles et que les déterminisés de ces NFAs sont
asymptotiquement de taille m + 2, ot m est la taille de I’alphabet.

Dans une seconde partie, ’approche est inspirée de la construction exhaus-
tive du déterminisé. Nous calculons la probabilité que l'image d’une partie
équiprobablement choisie parmi les 2" parties possibles contienne un état donné.
Cela nous permet de montrer que les parties produites par déterminisation sont
équiprobablement distribuées dans le cas de flots de bits générés avec la proba-
bilité 2 — 2"+ . Ce résultat conforte la conjecture de T. Leslie et D. Wood [4]
selon laquelle le nombre d’états du déterminisé est maximum quand la densité
déterministe est 2.

Enfin nous étendons cette étude probabiliste au cas des x-nfas définis par
L. van Zijl. Dans le cas des flots de bits équiprobables, nos calculs justifient les
résultats expérimentaux rapportés en [8, 10, 9]. Les N-nfas ont un comporte-
ment analogue a celui des U-nfas. Pour les &-nfas, les cibles des transitions
déterministes sont équiprobablement distribuées dans le cas de flots de bits
équiprobables.

La section suivante rassemble quelques définitions et conventions. La section
3 fournit une description de la méthode de génération par flots de bits et passe
en revue les travaux de L. van Zijl et ceux de T. Leslie. Les sections 4 et 5
présentent ’analyse probabiliste de cette méthode et les principaux résultats
qui en découlent. La section 4 est consacrée aux flots équiprobables et la section
5 aux flots non équiprobables.

2 Définitions et notations

Un automate est un quintuplet @/=< @Q,%,6,1, F > ou @ est ’ensemble fini
des états de 'automate, 3 est 'alphabet sur lequel est défini 'automate, § est
la fonction de transition (6 : Q x ¥ — 29) qui associe & chaque élément de
@ X X une partie de @), I est un sous-ensemble non-vide de @ dont les éléments
sont les états initiauz, et F' est un sous-ensemble de ) dont les éléments sont
les états finauz.

Un automate .o est unaire si son alphabet est restreint a un seul symbole.

Un automate est dit accessible si et seulement si pour tout état g € @, il existe
un chemin menant d’un des états initiaux vers cet état. Un automate est dit
coaccessible si et seulement si pour tout état g € @, il existe un chemin menant



de cet état vers un des états finaux. Un automate accessible et co-accessible est
dit émondé.

Un automate o est dit déterministe s’il possede un unique état initial et s’il
existe au plus, pour chaque état et pour chaque symbole de I’alphabet, une tran-
sition sortant de cet état. Un automate déterministe (resp. non déterministe)
est un DFA (resp. un NFA). Pour tout NFA & reconnaissant un langage L,
on sait construire un DFA équivalent (i.e. reconnaissant le méme langage) ap-
pelé déterminisé de &7. L’algorithme utilisé pour convertir un NFA en un DFA
équivalent est Palgorithme de construction ensembliste [1, 11]. Comme cet al-
gorithme peut, dans le pire des cas, engendrer a partir d’'un NFA a n états un
DFA & 2™ états [5], on a I’habitude de dire que les NFAs sont plus petits que
les DFAs.

Suivant L. van Zijl, on appelle x-n fa un NFA dans lequel I'opération d’union
(utilisée pour calculer la fonction de transition du déterminisé) est remplacée
par une opération binaire commutative et associative. Ainsi un U-n fa n’est rien
d’autre qu'un NFA classique. Dans le cas de ['intersection on obtient un N-nfa.
La fonction de transition a pour expression : §(P,a) = §(p1,a) Nd(pa,a)N---N
0(pk,a), ou P ={p1,p2,...,px} est une partie de Q. Un mot u est reconnu par
un N-nfa si et seulement si F' C §(1, ). Dans le cas de la différence symétrique
on obtient un &-nfa. La fonction de transition a pour expression : (P, a) =
d(p1,a) ® 0(p2,a) ® -+ ® 6(pk,a). Un mot u est reconnu par un G-nfa si et
seulement si [0(1,u) N F| est impair.

La définition de la taille d’'un NFA est différente selon les auteurs. Le choix
du nombre de transitions [2] est justifié par espace mémoire nécessaire pour
implémenter un automate. Certaines propriétés de complexité dépendent de la
somme du nombre d’états et du nombre de transitions [3]. Cependant la plupart
des études utilisent le nombre d’états, et nous adopterons cette convention.

3 Génération des NFAs par flots de bits

La méthode utilisée par L. van Zijl [10] pour construire aléatoirement un

automate déterministe est la suivante :

— on counsidere un alphabet ¥ = {1,...,m} de taille m = 1 ou 2 et un
ensemble d’états Q = {1,...,n},

— on génere un flot de bits de taille mn? décrivant la fonction de transition &,
chaque bit étant tiré de maniere équiprobable. L’apparition d’un bit non
nul & la position (I —1)n?+ (i —1)n+j indique 'existence d’une transition
de I’état i vers I’état j portant I'étiquette de la 1°™¢ lettre de lalphabet
Z,

— l'automate possede un état initial unique, ’état 1,

— l'ensemble des état finaux est tiré au hasard, chaque état posséde une
chance égale d’étre final ou non.

Cette méthode fournit un NFA < @, X, d, I, F' > qui n’est pas nécessairement

émondé. L. van Zijl utilise cette méthode pour mesurer la concision des NFAs
de taille n fixée. A cet effet elle construit une séquence de NFAs et pour chaque



NFA o elle exécute les opérations suivantes :
— vérifier si &7 est émondé ou non (on rejette les automates qui ne sont pas
émondés),
— calculer 'automate M déterministe minimal équivalent a o7,
— vérifier si M est isomorphe ou non aux automates minimaux précédemment
calculés.
Ces calculs permettent, pour une taille de NFA fixée, d’évaluer la répartition en
taille des automates minimaux équivalents aux NFAs produits aléatoirement,
comme 'indique la Figure 1.
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F1G. 1 — Résultats expérimentaux [8] représentant le nombre de langages recon-
nus par un automate minimal de taille n’ construit & partir d’un NFA de taille
5 sur un alphabet binaire.

F1G. 2 — Résultats expérimentaux [8] représentant le nombre de langages recon-
nus par un automate minimal de taille n’ construit & partir d’un NFA de taille
5 sur un alphabet binaire.

T. Leslie et D. Wood proposent une autre approche [4]. Ils utilisent la notion
de densité d'un NFA pour construire la structure de transition. La densité d’un
NFA possédant e transitions est égale a da = \zﬁv sa densité déterministe est
égale a dd = \ze|n' L’étude expérimentale de T. Leslie et D. Wood porte sur la




taille du déterminisé d’'un NFA en fonction de sa densité. Une fois la taille du
NFA fixée, le protocole expérimental utilisé est le suivant :

— on fixe initialement une densité da de 'automate. Le nombre de transitions
de I'automate est donc e = da * |X|n?,

— on construit une structure de transition connexe aléatoire,

— on génere aléatoirement les e — (n — 1) transitions restantes de 'automate.
Dans le cas ot une transition apparait une seconde fois on effectue un
nouveau tirage (utilisation d’un algorithme avec rejet),

Les résultats expérimentaux de T. Leslie font apparaitre une densité déterministe
optimale qui est égale & 2. Ils proposent la conjecture suivante :

Conjecture 1 Pour un NFA donné on peut calculer une bornes du nombre
d’états et du nombre de transitions du DFA équivalent produit par construction
ensembliste. De plus, la relation entre la taille du DFA et la densité déterministe
de l'automate donne lieu a une courbe de Poisson dont le pic est approximative-
ment a une densitée déterministe égale a 2.

4 Analyse probabiliste : cas équiprobable

Nous considérons ici un x-nfa o/ de taille n sur un alphabet ¥ de taille m
associé a un flot de mn? bits équiprobable. Nous supposons dans notre étude
que I’état initial est unique.

Soit Z 'automate obtenu par construction ensembliste de 7. Nous montrons
que la probabilité que la taille de Z soit égale a m + 2 tend vers 1 quand n
tend vers l'infini. Nous nous inspirons ici de la construction par accessibilité du
déterminisé. L’idée est que la taille moyenne de I'image de 1’état initial par une
lettre est égale & n/9 et que la taille des images par un mot de longueur ¢ croit
trés rapidement vers n [6]. Ainsi pour une partie X de taille ¢ et un symbole a
donnés nous calculons la probabilité que I'image §(X, a) soit de taille k. Nous
en déduisons la probabilité que 'image de ’ensemble des initiaux par un mot
de longueur ¢ soit de taille k.

4.1 Etude des NFAs classiques

Dans cette partie o/ est un U-n fa.

Proposition 4.1 Soit /=< Q,%,6,1,F > un NFA de taille n associé d un
flot de bits équiprobable. Soit X une partie de taille i de Q et a un symbole de
Y. La probabilité P(i — k) que Uimage §(X,a) de X par a soit de taille k est
donnée par :

PO—0)=1ctP(0—k)=0,Vk#0
Ch(2' — 1)

Pi—k)= i ,

Vi #0



Preuve

Soit Z la variable aléatoire dans {0, ...,n} qui a pour valeur le cardinal de
0(X,a). Soit Z;, 1 < j <mn, la variable aléatoire dans {0,1} qui a pour valeur 1
si I’état j appartient & §(X,a) et 0 sinon. Comme la taille de X est égale & i,
ona:P(Z;=0)=1/9iet P(Z; =1)=1- 1/9i . D’autre part les variables Z;

sont indépendantes. Comme Z = Z;:f Z;, Z est une binomiale de parametres
net1—1/9i. On adonc: P(Z = k) = C¥(1 — 1/9i)k(1/9i)"~%. D’ou le résultat.

O

Dans le cas d’un alphabet unaire, la probabilité P(k,t) d’atteindre une partie
Y de taille k£ par t transitions successives a partir de la partie initiale I peut
étre calculée a ’aide de la matrice de probabilité suivante :

P(O—0) --- .- P(0—n)
P(i— k)

ou le coefficient M, j représente la probabilité que I'image d’une partie de
taille ¢ par un mot de taille 1 soit de taille k.

Exemple 1 Pour un automate de taille 3, on obtient la matrice suivante :

1 0 0 0

1 3 3 1
Ms=1% 5 & &
S8 o I

512 512 512 512

Une fois cette matrice construite, la probabilité P(k,t) peut étre calculée
selon la formule :

P(k,t) = zn:P(i,t — 1) x P(i — k)
=0

D’ou la proposition :

Proposition 4.2 On suppose que Ualphabet est unaire. Soit Vi le vecteur de
taille n dont le k®™¢ élément correspond a la probabilité P(k,t) que l’image
0(I,w) soit de taille k, avec |lw| = t. En prenant Vo = (0,1,0,...,0), ce qui
correspond au choix d’un état initial unique, on a :

Vi, = VoM?*

Le tableau suivant, issu de calculs réalisés sous Maple, montre la croissance
de la probabilité P(n, 2) en fonction de la taille n du NFA. Il indique par exemple
que P(n,2) est supérieur & 0.9 dés que n est supérieur a 17.



n > 17 28 37 46 54 100

P(n,2)>|1-10""1 1-102 1-102 1-10* 1-10> 1-10"1%

Il apparait clairement que P(n,2) tend vers 1 quand n tend vers 'infini. On
en déduit le résultat suivant.

Proposition 4.3 Soit &7 un NFA unaire de taille n associé a un flot de bits
équiprobable. La probabilité que le déterminisé de < soit de taille 3 tend vers 1
quand n tend vers l'infini.

Remarquons que la taille du déterminisé est 2 si 'on prend un ensemble
d’initiaux produit de facon aléatoire et équiprobable. D’autre part, ce résultat
se généralise facilement au cas d'un alphabet de taille arbitraire de la maniere
suivante.

Proposition 4.4 Soit o un NFA de taille n associé a un flot de bits équi-
probable possédant un unique état initial. Alors la probabilité que le déterminisé
de of soit de taille m + 2 tend vers 1 quand n tend vers linfini.

Preuve

Les images 0(I,a),Va € ¥ sont en moyenne de taille /2 et on peut les
considérer comme étant toutes différentes si n est grand devant m. D’autre part
la probabilité que I'image 6(1,w) soit de taille n, Vw € ¥*, |w| > 2, tend vers 1
quand n tend vers 'infini.

O

Comme dans le cas unaire, la taille du déterminisé est 2 si 'on prend un
ensemble d’initiaux produit de fagon aléatoire et équiprobable. D’autre part,
un corollaire de cette proposition est que la probabilité que .7 soit accessible
tend vers 1 quand n tend vers U'infini, puisque I'on atteint la partie contenant
tout les états du DFA de départ. Deplus, si les états finaux de o/ sont choisis
équiprobablement, alors o7 est co-accessible. En effet si &7 possede des états fin-
aux aléatoires alors son miroir possede des initiaux aléatoires et satisfait donc
toutes les propriétés que nous venons d’énoncer.

4.2 Etude des x-nfas

Une analyse probabiliste peut également étre menée en ce qui concerne les
N-nfas et les ®-nfas associés a des flots de bits équiprobables.

Proposition 4.5 Soit o/ un N-nfa de taille n associé a un flot de bits équi-
probable. Si l’état initial est unique, la probabilité que le déterminisé de </ soit
de taille m 4 2 tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Sinon la probabilité que
le déterminisé soit de taille 2 tend vers 1 quand n tend vers l'infini.




Preuve
On utilise le méme raisonnement que pour les U-n fas, le role des valeurs 1
et 0 étant inversé.

O

Proposition 4.6 Soit & un ®-nfa de taille n associé a un flot de bits équi-
probable. La probabilité P(i — k) que limage Y = 0(X,a) d’une partie X de
taille i soit de taille k est indépendante de ©. On a :

k
P(i— k)= %
Preuve

Soit O (resp. E) 'ensemble des entiers impairs (resp. pairs) de {1,...,n}.
Un état y appartient (resp. n’appartient pas) & Y s’il existe un nombre impair
(resp. pair) d’états de X menant & y. On a par conséquent :

Ck x Ak x Br=F
2in

P(Z—>k):

ou A et B sont définis de la maniere suivante :

A=Y ck=2""=% cf=B

keE keO
D’ou le résultat.
O

En conclusion de cette analyse du cas ou le flot de bits est équiprobable,
remarquons que nos résultats sont conformes aux observations expérimentales
de L. van Zijl. Pour les &-nfas chaque partie conserve une chance égale d’ap-
paraitre au cours des transitions successives. Cette propriété implique que les
@-n fas sont plus concis que les U-nfas. D’autre part, les N-nfas ont un com-
portement analogue a celui des U-n fas.

5 Analyse probabiliste : cas non équiprobable

Nous supposons ici que la probabilité pour qu'un bit soit égal a 1, dans le
flot utilisé pour construire la fonction de transition, est égale & 1/,. L’approche
est inspirée de la construction exhaustive du déterminisé. Nous calculons la pro-
babilité que I'image d’une partie équiprobablement choisie parmi les 2™ parties
possibles contienne un état donné. Cela nous permet de montrer que les parties
produites par déterminisation sont équiprobablement distribuées dans le cas o

le flot de bits est généré avec la probabilité z(ln) =2-2"",




5.1 Etude des NFAs classiques

Proposition 5.1 Soit o/=< Q,%,0,1,F > un NFA de taille n associé a un
flot de bits de probabilité 1/5. Soit X une partie de QQ équiprobablement choisie.
Soit ¢ € Q et a € X. La probabilité P,(x,n) que q appartienne ¢ 6(X,a) est
égale a :
(2z)" — (2z — 1)

(2z)"

P,(xz,n) =

Preuve

Soit V' le vecteur de {0, 1}™ associé a X . La partie X étant choisie de maniere
équiprobable parmi les 2™ parties de @, la probabilité que Vi soit égal a 1 est
égale & 1/9, pour tout ¢ dans {1,...,n}. Soit V' le vecteur de {0,1}" associé &
571(qg,a). Par hypothese, la probabilité que V'[i] soit égal & 1 est égale & 1/,
pour tout ¢ dans {1,...,n}. Par conséquent, la probabilité que (V[i], V'[i]) soit
différent de (1,1) est égale & 1 — 1/94, pour tout ¢ dans {1,...,n}.

Comme & est un U-nfa, on a : ¢ € 6(X,a) & Jy € X | ¢ € §(y,a). Par
conséquent, ¢ € §(X,a) < Fi € {1,...,n} | (V[i],V'[{]) = (1,1). La probabilité
P’ que ¢ n’appartienne pas & §(X, a) est donc égale 4 : P’ = (1 — 1/94)™. D’ou
le résultat.

O

Lorsque le flot de bits est équiprobable, on obtient : P,(2,n) = 1 — (3/4)™.
Il est clair que la probabilité que V'[i] soit égal & 1, pour ¢ dans I'ensemble
{1,...,n}, est alors différente de 1/9. On vérifie ainsi que 'utilisation d’un flot
de bits équiprobable ne permet pas de produire par déterminisation les parties
0(X,a) de maniere équiprobable (Proposition 4.1).

Cependant, la résolution de I’équation :

2z)" — 2z —1)" 1
(22)" )

donne comme solution la fonction xz(n) suivante :

B 1
2 _ 9"

z(n)

Par conséquent, I'utilisation de flots de bits de probabilité ﬁ permet d’as-

surer qu’a chaque étape de la déterminisation n’importe quelle partie de @
possede une chance égale d’apparaitre. Intuitivement, cela indique que, pour
n fixé, la valeur ﬁ permet de maximiser le nombre moyen d’états dans le

déterminisé. Les U-nfas issus de flots de bits de probabilité égale a %n) sont
donc plus concis que les U-n fas issus de flots équiprobables (de méme que dans
le cas équiprobable les @-n fas sont plus concis que les U-nfas et les N-n fas).
Les résultats expérimentaux que nous avons obtenus confirment ces deux pro-

priétés.



5.2 Résultats expérimentaux

Nous avons réalisé une premiere série de tests pour étudier la répartition en
taille des déterminisés des NFAs produits aléatoirement. Cette étude est de na-
ture sensiblement différente de celle de L. van Zijl qui s’intéresse a la répartition
en taille des DFAs minimaux équivalents aux NFAs produits aléatoirement. Par
contre, elle est proche de celle de T. Leslie et D. Wood qui analysent la distribu-
tion de la taille du déterminisé pour des NFAs ayant une densité de transitions
donnée [4].

Les Figures 3, 4 et 5 illustrent les résultats obtenus. Sur les deux premieres
figures I'abscisse des graphes représente le nombre d’états des déterminisés de
NFA générés aléatoirement ; 'ordonnée représente le pourcentage de déterminisés
construits, possédant une taille fixée.

Sur la Figure 5, I’abscisse représente la taille des sous-ensembles produits
durant la construction ensembliste a partir de NFAs de taille 50; 'ordonnée
représente le pourcentage de ces ensembles d’une taille fixée.

Les Figures 3.c et 3.d permettent de comparer les deux choix possibles pour
Iensemble des états initiaux (dans le cas d’un flot de bits équiprobable). Lorsque
Pétat initial est unique (Figure 3.d), la répartition des tailles a un spectre
légerement plus grand que lorsque l’ensemble des états initiaux est tiré équi-
probablement (Figure 3.c).

Les Figures 3.e et 3.f mettent en évidence I'influence de la taille de I’alphabet,
qui est égale a 2 pour la Figure 3.e et a 4 pour la Figure 3.f. Le flot de bits a
une probabilité ﬁ dans les deux cas. Le spectre de la répartition des tailles
s’agrandit quand le nombre de symboles augmente.

10



30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

14%
12%
10%
8%
6%
4%
2%
0%

% DFAs of size x

TTTTTT T1 I I I
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size
2.a
% DFAs of size x
TTTTTT T1 I I I
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size
2.c
% DFAs of size x
TTTTTT T1 I I I
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size

2.e

30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

14%
12%
10%
8%
6%
4%
2%
0%

% DFAs of size x

F1G. 3 — Tests sur les NFAs de taille 5.

11

TTTTTT T 1 T T T
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size
2.b
% DFAs of size x
TTTTTT T 1 T T T
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size
2.d
% DFAs of size x
TTTTTT T 1 T T T
0123456 8 10 15 20 25 32
DFA size
2.f



Les Figures 4 et 5 illustrent la pertinence de la probabilité ﬁn) La Figure 4
montre la distribution de la taille des DFAs obtenus par construction ensembliste
a partir de NFAs de taille 20, 50 et 100 construits & partir de flux de bits de
probabilité 1/x(n) Pour chacun des graphes un jeu de 100 000 NFAs a été
utilisé, et les tailles des DFAs ont été regroupées par tranche de 10.

La Figure 5 met en évidence I'influence de petites variations de la probabilité
1/1’(11) sur la taille des parties construites durant la déterminisation. Ainsi avec
une probabilité plus grande ( 1/35(”) + 0.01, Figure 5.c ), la taille des parties
construites est plus grande, et, avec une probabilité plus petite( 1/35(”) —0.01,
Figure 5.a), la taille des parties construites est plus petite. Pour chacun de ces
graphes, un jeu de 1 000 NFAs accessibles a été utilisé.

% DFA of size x % DFA of size x % DFA of size x
10% 2% 1%
8% ] 15% _ 08% ]
6% 0.6% —
1%

4% 0.4%
o7 |
2% 0.5% 0.2%
0% T | T | 0% —7F—1 0% T T
24 26 28 210 212 24 26 28 210 212 214 216 26 28 210 212 214 216 218 220
DFA size DFA size DFA size
4.a 4.b 4.c

F1a. 4 — Répartition en taille des déterminisés de NFAs de taille 20 (a), 50 (b) et 100 (c¢), construits avec la probabilité
1

z(n)’
% subsets of size x % subset of size x % subset of size x
10% 10% 10%

8% 8% 8%

6% 6% - 6% —

4% 4% 4% —

2% 2% 2%

0% T T T T 0% T T | T 0% T T | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

subset size subset size subset size
5.a 5.b 5.c

Fi1G. 5 — Répartition en taille des sous-ensembles construits durant la construction ensembliste & partir de NFAs de

taille 50. (a) : 5rzg7 — 0.01. (b) :5755 (¢) & gy +0.0L.
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5.3 Etude des x-nfas

La probabilité que I'image d’une partie équiprobablement choisie contienne
un état donné peut étre également calculée dans le cas des N-nfas et des ®-
nfas.

Proposition 5.2 Soit /=< Q,%,6,1,F > un N-nfa de taille n associé a un
flot de bits de probabilité 1/,.. Soit X une partie de Q équiprobablement choisie.
Soit ¢ € Q et a € X. La probabilité Pn(xz,n) que q appartienne ¢ 6(X,a) est
égale a :

2,7:—1)” 1
2x

Pr(z,n) = ( —
x

Preuve

Soit V' (resp. V') le vecteur de {0,1}™ associé & X (resp. a 6~1(g, a)). Pour
tout ¢ dans {1,...,n}, la probabilité que V[i] (resp. V'[i]) soit égal & 1 est égale
a 1/9 (resp. 1/x). Par conséquent, la probabilité que (V]i], V'[i]) soit différent
de (1,0) est égale & 22=1_ pour tout i dans {1,...,n}.

Comme & est un ﬂnfa on a: q € §(X, a) < Vy € X, q € §(y,a). Par
conséquent,

qed(X,a) e Vie{l,...,n}, (V[],V'[i]) # (1,0) et Fi € {1,...,n} | V[i] =
La probabilité que ¢ appartienne & §(X,a) est donc égale & :

2x—1)n 1
2x "

Pr (‘T’ 7’L) = (
O
Lorsque le flot de bits est équiprobable, on obtient Pr(2,n) = (3/4)" — 1/9n.

Proposition 5.3 Soit /=< Q,3,6,1,F > un ®-nfa de taille n associé a un
flot de bits de probabilité 1/,.. Soit X une partie de Q équiprobablement choisie.
Soit ¢ € Q et a € X. La probabilité Pg(x,n) que q appartienne a 6(X,a) est
égale a :

1 1
2(x—1) 22" Yz -1)

Py (x,n) =

Preuve

Soit V' (resp. V') le vecteur de {0,1}" associé & X (resp. a 6~1(g, a)). Pour
tout i dans {1,...,n}, la probabilité que V[i] (resp. V'[i]) soit égal & 1 est égale
a 1/9 (resp. 1/z) Par conséquent, la probabilité que (V[i], V'[i]) soit différent
de (1,1) est égale & 22=1 et la probabilité que (V[i], V'[i]) soit égal & (1,1) est
égale a %

Comme &7 est un @-nfa, on a :

qg€dé(X,a) e |{re X tel que g € §(x,a)}| =1 mod 2
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Supposons n = 2p et notons P la probabilité cherchée. Soit E (resp. O)
Pensemble des entiers pairs (resp. impairs) de {1,...,n}. Soit E’ 'ensemble des
entiers impairs compris entre 1 et n — 2. On a :

g€ 8(X,a) & I{i € {1,...,n} tel que (V[i],V'[i]) = (1,1)}} =1 mod 2
’ I{i e {1,...,n} tel que (V[i],V'[i]) # (1,1)}| =1 mod 2
D’ou : . .
P = ZkGO CH(Q‘T - 1)
2a)"
p_ Lo Ch122 = DF + 50 CpZi 22— D
(2z)"
P = ZZ:O 0571(2:6 - 1)k + 2Zk€E/ 0571(2.’17 — 1)k
(2z)"
P= i 2ZkeE/ Cﬁ—1(25C - 1)k
2z 2x)n
(2z)
1 1 1
P=— — .
2z * 212 too 9pn—1
D’ou finalement :
1 1
P®(x,n) = _

2(x—1) 22" Yz -1)

La démonstration est similaire pour n = 2p + 1, avec les hypotheses :

i€ {1,...,n} tel que (V[i],V'[i])=(1,1)}} =1 mod 2
Doy e | M€ (Liecom) tel que (VI Vi) = (1,1))
{ie{1,...,n} tel que (V[i],V'[i]) # (1, 1)} =0 mod 2
O
Lorsque le flot de bits est équiprobable, on obtient Pg(2,n) = % — 2% Le
terme 72% correspond au cas ou X est vide. Partant d’une partie non vide, on

atteint donc un état g avec une probabilité égale & 1/9. Un ®-nfa généré a partir
d’un flux de bits équiprobable engendre donc, lors de sa déterminisation, toutes
les parties de fagon équiprobables. Ce qui est cohérent avec la probabilité P =

k
% d’obtenir une partie de taille k & partir d’une partie de taille ¢ (Proposition
4.6).

6 Conclusion

L’analyse probabiliste des tables de transition non déterministes associées a
des flots de bits aléatoires et équiprobables donne une justification asymptotique
des résultats expérimentaux obtenus par L. van Zijl. D’une part un algorithme
de rejet des NFAs non émondés est possible, avec une complexité polyndmiale.
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D’autre part les déterminisés des NFAs produits par ce type de génération sont
asymptotiquement de taille m + 2. Remarquons que le comportement asymp-
totique est en fait obtenu tres rapidement, dés que le NFA possede quelques
dizaines d’états. Les résultats expérimentaux obtenus par L. van Zijl portent
sur des NFAs ayant moins de 10 états, ce qui explique en partie que la concision
observée est relativement plus forte. D’autre part, 'analyse de la répartition en
taille des déterminisés semble prometteuse. La génération des NFAs a partir de
flots de bits de probabilité ﬁ =2-2"" ala propriété de répartir la taille des
déterminisés de la facon la plus large possible. Ce résultat conforte la conjecture
de T. Leslie et D. Wood selon laquelle le nombre d’états du déterminisé est
maximum quand la densité du NFA est égale & 2/,
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