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Abstract

Un ensembleX de mots sur un alphabet est dit inévitable si tout mot infini
sur A admet au moins un facteur daAs Le cardinal d’'un ensemble inévitable de
mots de longueuk sur un alphabe#d est supérieur ou égal au nombre de classes
de conjugaison des mots de longuéusur A. Nous donnons la construction d’'un
ensemble inévitable de mots de longuéuwlont le cardinal est égal au nombre de
classes de conjugaison.

A set of wordsX is said to be unavoidable on a given alphaldét every infinite
word on A has a factor inX. The cardinality of an unavoidable set of words of
lengthk on an alphabe# is not less than the number of conjugacy classes of words
of lengthk on A. We show how to construct an unavoidable set of words of kehgt
the cardinality of which is equal to the number of conjugalagses.
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1 Introduction

Un ensembleX de mots sur un alphabet est dit inévitable si tout mot suffisamment
long surA admet au moins un facteur daiXs[8].1 Il est facile de voir qu’'un ensemble
inévitable de mots de longuekrsur un alphabe#l doit contenir au moins un élément de
chaque classe de conjugaison des mots de longusurA. Nous montrons que pour tout
entierk, il existe un ensemble inévitable de mots de longuedont le cardinal est égal
au nombre de classes de conjugaison et nous donnons laumtiastrd’un tel ensemble.
Ce résultat avait été conjecturé et vérifié jusqu’a I'ordpai7P. Higgins et C. Saker [5], et
vérifié jusqu’a I'ordre 9 par G. Han et D. Perrin [4]. Une aytreuve, non constructive,
a été également donnée par les auteurs en collaboratioa®ssrin dans [2].

*LIFAR, Université de Rouen, jmc@dir.univ-rouen.fr
1Une notion d'inévitabilité différente de celle-ci a étéroduite dans [1].



2 Notations, définitions, rappels

Soit A un alphabet fini muni de la relation d’'ordre. L'ensembleA* des mots sur
'alphabetA est muni de I'ordre lexicographique induit par I'ordre stur La longueur
d’un motu € A* est notégu|. Soit un motu € A* ; un conjuguéde u est un motv

qui se factorise en un produit= v,v, avecv,v; = u. La conjugaison est une relation
d’équivalence sur I'ensemble des mots. ot de Lyndorest un motminimal (pour
I'ordre <) dans sa classe de conjugaiseinqui, de plus, egtrimitif , c’est-a-dire n’est la
puissance d’aucun autre. Un mot minimal est, soit un mot ehelby s’il est primitif, soit
une puissance d’'un mot de Lyndon (uniguement détermin&)s Da qui suit, I'alphabet
est 'ensemble & deux lettres = {a, b} mais les constructions se généralisent aisément
a toute taille d’alphabet. Dans notre cas, tout mot minimatimence pat et se termine
parb a I'exception des mots de la forma& etb™. Pour les notions les plus courantes de
combinatoire des mots, on pourra se reporter a I'un des gasrde M. Lothaire [6, 7].

Le résultat classique suivant est constamment utilisé ldesiste.

Proposition 1 Soitw un mot primitif non vide. Les conditions suivantes sont i
lentes :

a) w est un mot de Lyndon ;

b) le motw est strictement inférieur pour I'ordre lexicographiquef@acun de ses suffixes
propres.

3 Ensembles inévitables

Soit A un alphabet fini. Un ensembleC A* de mots sur I'alphabet estinévitablesi
tout mot suffisamment long (ou infini, ou doublement infinijreed nécessairement pour
facteur au moins un élément de

Exemple. Soit A = {a,b}. LensembleU = {a, b’} est inévitable car tout mot de
longueur10 admet nécessairement pour facteur, soit la lettfrsoit le motb'°. En re-
vanche, I'ensembl& = {aa,b'°} n'est pas inévitable : le mot infinibabababab . . .
n'admet aucun facteur dams

La proposition suivante est immeédiate.

Proposition 2 Soit A un alphabet fini ef un ensemble inévitable de mots ayant tous la
méme longueukt. Alors le cardinal de 'ensemblEest nécessairement supérieur ou égal
au nombre de classes de conjugaison des mots de longueur



Démonstration. Soitu un mot quelconque de longuekir Lensemble des facteurs de
longueurk du mot infiniuuuuuu . . . est 'ensemble des €léments de la classe de conju-
gaison deu. L'ensemble inévitabld doit donc contenir au moins un élément de cette
classe. a

Exemple. Posonsu = abbab. Un motu™, m > 2, admet pour facteurs de longueur
cing les éléments de I'ensemHlebbab, babba, ababb, babab, bbaba} ; donc tout ensemble
inévitablel contient au moins I'un de ces cing mots.

Sur A = {a, b}, si k est un nombre premier, tous les mots de longueswnt primitifs a
I'exception des mota* etb*. Toutes les classes de conjugaison des autres mots contien-
nent dond: éléments. Le nombrg, de classes de conjugaison vérifie donc I'égalité

2k —2
k

Sk = + 2

Plus généralement, on montre que le nondx(@) de classes d’équivalence des mots de
longueurk sur un alphabet alettres est donné par la formule

silp) = 1 X o(k/d)p*

dlk
ou ¢(n) est le nombre des entiers positifs inférieuns & premiers avea, le nombrel
étant également compté fianction d’Eule)).
Soit un ensemble de mofs C A* ; un motwu estinterdit par X si tout mot infini qui
n'admet aucun facteur dais ne peut avoir le mot comme facteur.

Exemple. SoientA = {a,b} et X = {babb, aababa}. Le motaabab est interdit parX .
En effet il ne peut se prolonger que paou b, et dans les deux cas apparait un facteur
appartenant .

Si un motu est interdit, tous les mots de l'idéal*uA* sont également interdits. Un
ensemble est inévitable si tout mot est interdit, c’estra-di I'idéal des mots interdits
estA*. Il est connu [7] que la détermination du générateur de dlidies mots interdits
par un ensemble de maksS peut s’effectuer au moyen de I'algorithme suivant (Qque nous
décrivons dans le ca$ = {a, b} mais qui se généralise simplement) :

1) Si X contient deux mots etwv avecu facteur dev, retirer le motw.

2) Si X contient un mot de la formeya et le motyb, réduirexya enxy (on peut évidem-
ment échanger les roles destb).

2') Si X contient un mot de la formery et le motbz, réduireazy enzxy.
Répéter les opérations précédentes jusqu’a ce qu’ellesient plus possibles.

L'ensembleX est inévitable si I'algorithme précédent rédiitau mot vide.



4 Un ensemble inévitable minimal

Dans cette section, nous donnons la construction d'un drisemévitable de mots de
longueurk en indiquant, pour chague mot minimal de longugute mot choisi dans
sa classe de conjugaison. On ndtg I'ensemble des mots minimaux de longuéur
Pour tout moty de longueur inférieure ou égalg:aon noteMy (v) I'ensemble des mots
minimaux de longueuk dontwv est préfixe. Nous allons commencer par définir une
partition de)M;, en ensembles/,(v).

Définitions. Soit A = {a, b}.

1) Soitw = va € A* un mot se terminant par; le motw’ = vb est appelé lsuccesseur
dew et est notés (w).

2) Soitw = vab’ € A* un mot se terminant par une suiteldgle motw’ = va est appelé
le réduitdew et est notéR(w).

3) Soitw € A* un mot de longueur inférieure ou égalé ale périodisédew est la plus
grande puissance entiéx¢ dew dont la longueur est inférieure ou égalé at est noté
P(w).

Nous définissons par récurrence deux suites finies de [mpt®t (v,) de la fagon suiv-
ante :

uy = a* vy = P(S(up)) = a* b
Ayant définiu,,_; etv,_;, on pose

up, = R(vy_ 1) vn, = P(S(uy))

La construction s’arréte lorsqug = b*. On noteN, 'ensemble des entierstels queu,,
etv,, sont définis.

Exemple. Le tableau suivant donne les suitgsetv,, pourk = 7.

aaaaaaa aaaaaab
aaaaaa aaaaab
aaaaa aaaab
aaaa aaab
aaa aabaab
aabaa aabab
aaba aabb
aa ababab
ababa ababb

aba abbabb



abba abbb
a bbbbbbb

Proposition 3 Les ensemble&/; (v,,) sont disjoints et on a

M, = | My, (v,) U {a*}

Démonstration. 1) Par construction la suite de mdts,) est croissante et majorée par
b*. Plus précisément, soit < n et notonsv!, (respectivement!) le préfixe deuv,,
(respectivement de,) de longueutinf(|v,,|, |v,|); on montre facilement que, < v.,.
Les ensembles/,(v,,) sont donc disjoints.

2) Soitv un mot minimal de longueur quelconque et supposons que
Um < U < Unt1 (1)
Montrons quey admetw,, pour préfixe.
Le motuv,, se factorise sous la forme
Uy = a0 .. b (2)
Commev,,.1 = P(S(R(vs))), on a pour un certain entier positif

Vg1 = (a™0 .. a1b)" (3)

Il résulte déja immédiatement de 1, 2 et 3 guedmet pour préfixe le mot

w=a'.. . g* !

Montrons quev ne peut admettrerb pour préfixe. Si tel était le cas, comme< v, et
commelv| =k > |v,41], il eXisterait des mots, y et z tels que

v=wbryz avec y < a'b"...a% b= wb 4)

Par conséquentne serait pas un mot minimal (puisqu’on aurgitvbr < wbxryz = v).

Doncwv admetwa pour préfixe et par conséquent, en vertu de 1 et 2, et comme|v,,, |,
v admetv,,, pour préfixe. O

Définitions. La partition(Mj(v,))nen, €St appelée lpartition standard deVfy, — {a*}.

Pour toutn, posons
Ly(v,) = {v € A*|v,v € My(v,)}

On a doncMy(v,) = v, Li(v,). Posons

I, = {ak} U U Ly (vy)vp



Par construction, I'ensemblg, contient un élément et un seul dans chaque classe de
conjugaison des mots de longudurLe but de la section suivante est de montrer fjue
est un ensemble inévitable.

Exemple. Le tableau suivant donne pokir= 7 les ensemble8/ = M,, V la suite des
v, etl = I,.

M \Y I
aaaaaaa aaaaaaa
aaaaaab aaaaaab aaaaaab
aaaaabb aaaaab baaaaab
aaaabab aaaab abaaaab
aaaabbb bbaaaab
aaabaab aaab aabaaab
aaababb abbaaab
aaabbab babaaab
aaabbbb bbbaaab
aabaabb aabaab baabaab
aababab aabab abaabab
aababbb bbaabab
aabbabb aabb abbaabb
aabbbab babaabb
aabbbbb bbbaabb
abababb ababab bababab
ababbbb bbababb
abbabbb abbabb babbabb
abbbbbb abbb bbbabbb
bbbbbbb bbbbbbb bbbbbbb

5 I, estun ensemble inévitable

Nous utilisons dans la suite deux résultats [3] dont nousidogs la démonstration pour
étre complets.

Proposition 4 Soientu, etv deux mots de Lyndon avec> u. Alors le produituv est un
mot de Lyndon.

Démonstration. Le motuwv est primitif car, dans le cas contraire, au moins I'un des
deux motsu et v admettrait un préfixe qui soit également suffixe, ce qui epossible
pour un mot de Lyndon. En vertu de la proposition 1, il suffihdale montrer que pour
tout suffixe propres deuwv, on as > uv.



a) Supposons d’'abord que= v et montrons que > uw. Si|u| > |v|, I'inégalitév > u
entrainev > uwv (propriété de I'ordre lexicographique). 8i| > |u|, posonsy = u'v',
ou|u'| = |u|. Linégalitév > v implique queu’ > . De plus, comme est un mot de
Lyndon, on a’ > v et donc

v=2uv">uv >uv

b) Soit s un suffixe propre dew différent dev. Si|s| < |v|, commewv est un mot de
Lyndon et en tenant compte dg, on as > v > wuw. Si, au contrairés| > |v|, le mots se
factorise sous la forme = s'v, ou s’ est un suffixe propre de. Commeu est un mot de
Lyndon, on as’ > u et par conséquent= s'v > uv.

Donc, dans tous les cas, o & uv et par conséquentw est un mot de Lyndon. O

Proposition 5 Soitv un mot de Lyndon et soit = v? une puissance de. Siw admet
une factorisation de la forme = uxu, alors les mots, etz sont des puissances de

Démonstration. Siwu est une puissance desoitu = v™, alorsz = v?~2™. Supposons
donc queu n'est pas puissance de Remarquons que I'on a nécessairement> |v|.
Dans le cas contraire,admettrait une factorisation= «'yu’. Commewv est un mot de
Lyndon, on aurait/u'y > u'yu’, ce qui impliqueu'y > yu', soit encorev = u'yu’ >
yu'u', ce qui est absurde.

Il existe donc deux motg et h tels quev = gh, g est suffixe propre de, h préfixe dex
ouz préfixe deh, et tels quewzu = (gh)?, u = (gh)™g, xu = (hg)"h (etn+m+1 = p).
Commeuzu est puissance d’'un mot de Lyndon, c’est le mot minimal de aasel de
conjugaison. On a donc

uux uru

AVANAY

zUY uru

Ces inégalités entrainent I'égalité = zu. On a donc
(gh)"g(hg)"h = uzu = zuu = (hg)"h(gh)™g

Soit encore

(gh)? = (hg)”
Il en résulte queh = hg ce qui est absurde puisqgeé = v est un mot de Lyndon. O
Définition.  Soitn € Ni; on dit qu'un motz € A* a la propriétéU,, si pour toute

factorisation der de la formez = z'bz", le motz'a admet un facteur dans I'ensemble
Up = {ug, u1, .. .,u,} (Cest-a-direr’a = wyww, olw € U,.

Proposition 6 Pour toutn € Ny, le motw,, a la propriétéU,,.



Démonstration. On procéde par récurrence. Le mgt= o* b admet évidemment la
propriétél, puisqueu, = a*. Supposons que la proposition soit vérifiée jusqu’a I'ordre
n. Commeuw, a la propriétél,, il en est de méme de,,; = R(v,) ; donc le mot
S(R(vy,)) ala propriétd/, ., etil en estencore de mémedg ; = P(S(R(v,))). O

Proposition 7 Soit v un mot de Lyndon (autre qug. Alors S(R(v)) est un mot de
Lyndon etS(R(v)) > v.

Démonstration. Si v se factorise sous la forme= a0/, on aS(R(v)) = a* 'b et le
résultat est vérifie. Sinon le motse factorise (de fagon unique) sous la forme

v = wha't’
etona '
S(R(v)) = wba' b
Soitz un suffixe propre d&(R(v)) et montrons que > S(R(v)).

Si|z| <i,0na
r>a"'h

Commewv est un mot de Lyndon, le matb admet un préfixe de la form&™bs" avec
nécessairemerit< m, ce qui entraine’~'b > a™b" et donc aussi*~'b > S(R(v)) et
doncz > S(R(v)).

Supposons maintenant| > i. Le motx se factorise emw = yba’~'b, ol yb est suffixe
propre dewb. Soitz le plus long préfixe dgb qui est également préfixe de.

Si |z| < |yb|, commev est un mot de Lyndorwb admet pour préfixea et yb admet
pour préfixezb (si wb admettait pour préfixeb et yb admettait pour préfixea, on aurait
yba'h! < wba'l! = v, ce qui est impossible). Par conséqugint> wb et donc

x = yba'"'b > whba"'b = S(R(v))
Supposons enfin = yb. Alorsv se factorise sous la forme= yby'ba’t’ et on ayba't’ =
za'h’ > v. Il en résulte que’ = a™y"” oum > i. Donc

S(R(v)) = wba'*b = yba™y"ba""'b

D’ou .
r = yba"'b > S(R(v))

Par conséquerfi(R(v)) est un mot de Lyndon. Enfin I'inégalité(R(v)) > v est évi-
dente. O

Proposition 8 Les mots,,, n € Ny, sont des puissances de mots de Lyndon.



Démonstration. Le motv, = a*~!b est un mot de Lyndon. Supposons que la propriété
soit vérifiée jusqu’au rang et soitw le mot de Lyndon tel que, = w?. On a

S(R(vn)) = w'™'S(R(w))

D’aprés la proposition 7, le maf(R(w)) est un mot de Lyndon ef(R(w)) > w.
Alors il résulte de la proposition 4 employée de maniere mécue queS(R(v,)) =
wP~'S(R(w)) est un mot de Lyndon. Dong,,; = P(S(R(v,)) est une puissance de
mots de Lyndon. a

Proposition 9 Soitn € N, et soit un motv non vide vérifiant les inégalités

lwl <k — [on|
w < v,

Alors le motww,, admet un facteur dang,.
Démonstration. Le motv,, admet une factorisation de la forme
vy = a1

D’apres la proposition 6, le mat:*! admet un facteur darig,. Par conséquent si le mot
w est de la formey = w'a, le motwv, admeta**! pour facteur et donc a un facteur
dansU,,. On peut donc supposer queest de la formev = w'b. D’autre part I'inégalité
w < v, implique quew est de la formev = aw”. Par conséquent se factorise sous la
forme

w = akblt .. gkaple

1) Supposons tout d’abord quen’est pas préfixe de,. Il existe alors un premier indice
m tel que o

akmplm < gimpim
et donc au moins I'une des deux conditidps > i,, oul,, < j,, est remplie.

Supposons quk,, > i,,; il résulte de la proposition 6 que le m@t b’ ... a'=*! admet
un facteur dang/,, et il en est donc de méme de,, (et méme ici dew).

Supposons qu&,, = i, etl, < j.; il résulte de la proposition 6 que le mot =
a'bt ... a'mb'mq admet un facteur dari$, et il en est donc de méme de,, (soitz est
préfixe dew, soitw = a1 b’ ... a'mbim).

2) Supposons maintenant queest préfixe dey,,. Soitm le plus grand entier tel que le
motv,, admette une factorisation de la forme

vy = wmw'
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Observons que’ ne peut étre le mot vide. Sinon I'égalité
w™ = v, = P(S(R(v,_1)))

et le théoreme du défaut [6] impliqueraient queest une puissance du mot de Lyndon
S(R(v,-—1)) et cela contredirait la construction de(puissance maximum d&§( R (v, 1))
de longueur inférieure ou égalé:a

Il est également impossible qué soit un préfixe propre de. En effet cela impliquerait
que le motw,, se factorise sous la formg, = w'zw’, ce qui, d’apres la proposition
5, entrainerait quey’ est une puissance d&R(v,_1)) ce qui contredit & nouveau la
construction dey,,.

Commew, est un mot minimal dans sa classe et comiien’est pas puissance de
S(R(v,_1)), on al'inégalité

ww™ > wmw'
Soit! = inf(Jw|, |w'|) et soient: eta’ les préfixes de longuelidew etw’ respectivement.
Il résulte de ce qui précéde questz’ different et donc I'inégalité ci-dessus entraine que
' > z. Soity leur plus long préfixe commun. Les matset ' admettent alors des
factorisations de la forme

r = yaz
!

r = ybz

!

Le motw™yb est préfixe de,, et donc, d’aprés la proposition 6, le motya admet un
facteur dang/,,. Mais le motw™ya est préfixe dev™"! et donc aussi dew, = ww™w'.
Doncwwv, admet un facteur daris,. O

Proposition 10 Soienth € Ny etw € A* tel que|v,|+ |w| = k. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Tout suffixer non vide dew vérifie 'inégalitéz > v, ;

2) Le motwv,w est minimal dans sa classe de conjugaison (c’est-a-direaejgmt a
I'ensembleMy(v,)).

Démonstration. 1) = 2) Soitz un suffixe propre non vide dg,w.

Si|z| < |w|, on a par hypothése > v, ; comme par construction dg, on a|z| < |w| <
k/2 < |v,l|, cela entraine > v,w.

Supposons maintenapnt > |w|. Soitv,, = v? la factorisation de,, comme puissance du
mot de Lyndonv (proposition 8). Le moi se factorise sous la forme= z'v'w ouz’ est
suffixe du mot de Lyndom. Trois cas sont possibles :

p = 1 et doncx’ est suffixe propre du mot de Lyndeyp. Par conséquent > v,, et donc
aussiz’ > v,w.
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p > 1 etz’ est suffixe propre du mot de Lynden Par conséquent > v et donc aussi
' > vPw = vw.

p > 1 etz’ estle mot vide. Le mat se factorise sous la forme= v%w avecq < p. Par
construction de,, on ajw| < |v|. Comme par hypothese > v,,, on a aussiv > v et
doncz = viw > vPw = vw.

Dans tous les cas, onaa> v,w et par conséquent,w est minimal dans sa classe de
conjugaison.

2) = 1) Soitz un suffixe dew. Comme par construction dg, on ajw| < |v,/, le mot
v,w Se factorise sous la formgw = 2'v,w, avec|z'| = |z|. Commeu,w est minimal
dans sa classe, on a nécessairement z. Montrons que I'on ne peut avair= z'.

Supposons donc que = z'. Le motv,w est une puissanc€ de mot de Lyndon et se
factorise sous la forme,w = zzxz. Il résulte de la proposition 5 que = s? pour un
certain entieg. Par ailleurs le mot,, est également une puissantele mot de Lyndon
(Proposition 8). Il résulte de la constructionggeque

|s] < o] < Jwl| < ¢]
Puisquéet est un mot de Lyndon, il est primitif. Il existe donc un entieel que
|87 < [t] < [s™

Par suite, il existe un préfix€ de s qui est en méme temps suffixe tleMais s’ est en
méme temps préfixe dg, donc det, ce qui est absurde. O

Proposition 11 Pour toutn € Ng, les motsv, et u, 1 sont interdits par 'ensemble
Vn = Un ULk(Un)Un-

Démonstration. Montrons d’abord que le mat, est interdit par/,. Soitw un mot
de longueurk — |v,|. Si pour tout suffixer dew, on az > wv,, alors, en vertu de la
proposition 10, le mot,,w € M (v,) et doncwwv,, € Li(v,)v,. Siau contraire il existe
un suffixex dew tel quez < v,, alors, en vertu de la proposition 9, le mat, admet
un facteur dang/, et il en est a plus forte raison de mémewdg,. Donc dans tous les
cas, le motwwv, admet un facteur dans, et, par conséquent, le mot est interdit par
I'ensemblel/,.

Le motw, se factorise sous la formg = v'a?b?. Le motw, et (en vertu de la proposition
6) le motv'a?b?~1a sont tous deux interdits par 'ensemblg. Donc le moty'a?b?~! est
interdit par 'ensemblé/,. En raisonnant par récurrence, on obtient que le mat =
R(v,) = v'a? estinterdit par 'ensemblg,. O

Théoréme 1 SoientA = {qa, b} et M), 'ensemble des mots de longudusur I'alphabet
A qui sont minimaux dans leur classe de conjugaison. @QiL(v,))nen, la partition
standard deM,, — {a*}. Alors 'ensemblel, = {a*} U U, Li(v,)v, €st un ensemble
inévitable.



12

Démonstration. En raisonnant par récurrence, il résulte de la propositioque, pour
toutn € N, le motu, ., estinterdit par 'ensemble

Wn = {CLk} U Q)Lk(’l)i)vi

Par conséquent, 'ensemblginterdit les mots: etb*. Il est donc inévitable. a

6 Complément

Dans cette section nous indiquons un algorithme permetadéterminer simplement le
préfixe d’'un mot minimal qui appartient a la sufts, )<, (rappelons que pour tout mot
minimalw, il existe un et un seul élément de la suitg) qui est préfixe dev).

Proposition 12 Soitw un mot de longueuk qui est minimal dans sa classe. Seiun
préfixe de Lyndon de de longueur inférieure ou égaleiy 2.

1) Siy est un préfixe non vide detel queP(y) est préfixe dev, alorsy = x.

2) Aucun préfixe: de P(z) de longueur supérieure [&| n’est un mot de Lyndon.
Démonstration. 1) Supposons qugsoit un préfixe propre de. 1l existep > 1 tel que
I < =] < [yP*!

Il existe donc un préfixe non vidg dey tel que
z=y"y

Le moty’ est a la fois préfixe et suffixe de ce qui est absurde puisquesst un mot de
Lyndon. Doncy = .

2) Une démonstration semblable & celleldenontre quez admet un préfixe propre qui
est en méme temps suffixe. a

Proposition 13 Soitw un mot de longueuk qui est minimal dans sa classe de conjugai-
son. Soit I'élément de la suitév,) qui est préfixe dev. Soit(w;, w,, ..., w,) la suite
rangée par longueur croissante des préfixes de Lyndan desoitm le plus petit entier
tel queP (w,,) est préfixe dev. Alorsv = P(wy,).

Démonstration.  Soit(nq, ns, . . ., n,) la suite des entiers tels QU&(R(v,,—1))| < k/2,
de sorte que,,, n’est pas primitif.
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Si le motw admet un préfixe de la formé&b, avecn > k/2, alors, par construction de la
suite(v, ), on av = a™b = wy etil N’y arien & démontrer. Sinon il existe un entigel
que

Up; S U< Upyyy

1) Supposons d’abord que= v,,. Le motv est de la forme
v = S(R(vn, 1))

avecp > 1. D’apres la proposition 12-1, si est un préfixe propre (en particulier de
Lyndon) deS(R(v,,-1)), le motP(z) ne peut étre préfixe de. DoncS(R(v,,—1)) estle
plus court préfixes,, de Lyndon dew tel queP(w,,) est préfixe dev.

2) Supposons maintenant que
Up; < U < Up;yy

Le motwv est alors un mot de Lyndon. Donc il existe un entiettel quev = w,, =
P(w,,). Par construction de la suite, ), le motv se factorise sous la forme= v'b ou
v' est le plus long préfixe de commun & etw,,,.

Supposons qu’il existé < m tel que P(wy) soit préfixe dew. Le motw; est préfixe
dev' donc dev,,. D’apres la proposition 12-2, on ne peut aviit,| > |S(R(vn,—1))|-

On ne peut avoitwy| = |S(R(v,,—1))| car P(wg) = v,, n'est pas préfixe der. En-
fin une démonstration semblable a celle de 12-1 montre quenéopeut avoifwy| <

|S(R(vn;—1))|-

Donc le motw lui-méme est bien le plus court préfixe de Lyndop dew tel queP (w,,)
est préfixe dev. O

Exemple. Le tableau suivantindique pour chaque mot minimal de longgiéelément
de la suitev,, qui en est préfixe.

aaaaaaaa aabaab’ bb
aaaaaaab’ aabab’ abb
aaaaaab’ b aabab’ bab
aaaaab’ ab aabab’ bbb
aaaaab’ bb aabbaabb

aaaab’ aab aabbab’ ab
aaaab’ abb aabbab’ bb
aaaab’ bab aabbb’ abb
aaaab’ bbb aabbb’ bab
aaabaaab’ aabbb’ bbb
aaabaab’ b abababab

aaabab’ ab abababb’ b
aaabab’ bb ababb’ abb
aaabb’ aab ababb’ bbb
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aaabb’ abb abbab’ bbb

aaabb’ bab abbbabbb

aaabb’ bbb abbbb’ bbb

aabaab’ ab bbbbbbbb
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